

















为.这一结果不久被 Hopf等人[ 4]的实验加以证实.光学双稳系统的 S 形曲线反映了系统
的滞后循回性质.其中上支和下支是稳定的 ,从下支到上支的中间支是不稳定的.在一般
的实验条件下是很难得到这种不稳定的中间态.Macke 等人[ 7]利用连续反馈的方法获得
了不稳定的中间态 ,他们采用的反馈形式为 p i+1=p i-ηxi , x 为输出信号 , η是控制系数
且η>1/ si , si 是 S曲线的中间支的斜率最小值.当输出信号 x 大时 ,这种控制形式事
实上已经不可避免地改变了系统 ,正如他们声称在某些参数下得到的“Title”磁滞现象.如
何寻找一种既不改变原系统又能实现对 S 曲线中间支控制的方法成为一个热门课题.
1990年 ,Ott ,G rebogi , Yorke(OGY)[ 8]提出了混沌控制理论 ,为非线性系统的不稳定
轨道(或不动点)的研究开辟了一个崭新的领域.对于一个 n 维系统
z i+1 = f(z i , p), (1)
其中 z ∈R
n
, p 是系统的一个可调参数.他们的做法是通过对参数 p 加以扰动
p i+1 =p0 +K(z -z ＊), (2)








到电子线路环 、化学 、激光以及心脏系统的研究中.原则上源于 OGY控制理论的方法均
可以在不改变系统的基础上实现对 S 曲线的不稳态的控制 ,但是这些方法大部分需要事
先知道控制目标 z ＊ ,而这对于实验系统 ,尤其是高维系统是很难做到的 ,甚至是完全无











pi+1 =p0 +K(z i+1 -z i)+k′(p i -p 0). (3)
但是无论 OGY方法还是后来的扩展方法[ 8—13] ,控制系数的求得大都需要事先了解该动
力系统的切空间的性质和行为.最近 ,我们提出了一种不需要知道切空间行为便可实现对
系统控制的方法[ 14] .本文的目的是把这种方法应用到一个具有双稳性质的光学系统中 ,
在其真实的物理实验条件下提取和稳定 S型曲线的中间不稳态 ,并对该系统的 Hopf分岔
和倍周期分岔实现控制.
2　控制方法





x i+1 = f(x i , p , c), (4)
其中 xi ∈ R , f 是一个未知的映射关系 , p 是可调参数其调节范围在 ‖ p -p0 ‖ <δ0(δ0
为一小正数), c 为分岔参数(p 和 c 可以是同一个参数).对于一维系统 ,反馈形式(3)式
可以取成
p i+1 = p0 +k(x i+1 -x i)+k′(pi -p0), (5)
其中 k , k′为两个控制系数.
前面已经提到随着参数 c由小到大的变化 , S曲线的稳定下支通过一个切分岔后跃
迁到稳定的上支.关于切分岔失稳的控制 ,在文献[ 13]中根据切分岔点的特性发展了一种
方法来实现对 S曲线的中间不稳定支的控制.当利用反馈形式(5)式时 ,在分岔点附近 ,稳
定的下支 x s 的控制系数的可控区域和不稳定的中间支 x u 的可控区域之间存在着一个变
换关系.他们已经证明这两个区域之间不相交 ,通过控制系数的变换 ,可以实现对不稳定
支的控制.但是这种方法比较复杂 ,因为我们不得不去解一个 Jacobin矩阵来得到控制系
数 k 和 k′.为了克服这一计算上的麻烦 ,最近我们发展了一种非常简便 ,不需计算矩阵便
可得到控制系数的方法[ 14] .下面加以简单地介绍.
首先 ,确定 k′.文献[ 13]已经证明 x s和 x u的控制区域被 k′=1的超曲面分割.对于
一维情况 , k′=1是一条直线.x s 的控制区域位于 k′=1的下方 ,而 x u则位于上方.当我
们用 k′=1-δ来控制时 ,如果系统稳定在 x s 上 ,这说明 x s 是稳定的 ,此时 x u是不稳定
的 ,其中 δ为一小正数.这时如果我们改用 k′=1+δ, x s 自然失稳而系统最终稳定到 x u
上.因此分别选择 k′=1±δ便可实现在稳定态和不稳态之间的切换.
第二步 ,确定 k .首先应该接受这一事实 ,控制系数空间的坐标原点(k , k′)=(0 ,0)一
定位于稳定支 x s 的控制区域内.这是因为 k 和k′都取成零值时 ,根据反馈控制形式(5)式
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得 p=p0 ,系统自然稳定到 x s上.在切分岔点 cb 时 ,坐标原点将会位于这一控制区域的
边界上.在分岔点附近 c=c1 处 ,通过在原点附近搜索很容易找到 x s 的可控区域.之后 ,
选择一个 k ,记为 k 1(k 1尽可能取在可控区域的中间位置).用(k , k′)=(k 1 ,1+δ)便可实
现对不稳定的 S曲线的中间支的控制.改变分岔参数 c ,便可得到一段中间支.
最后 ,随着参数 c 的改变当(k , k′)=(k 1 , 1+δ)失去控制能力时 ,可用 k 1附近的 k 2
(在远离原点的方向上)代替 k1 来继续控制.依次类推 ,便可得到一条完整的 S 曲线的中
间支.
上述寻找控制系数的方法同样适用于 Hopf分岔和倍周期分岔的控制.
另外 ,对于高维系统 z i+1=f(z i , p , c), z i ∈ R
n ,反馈控制形式可采用 p i+1=p0+
K(z i+1-z i)+k′(p i-p0),其中 k′的选取与一维情况相同;ki ∈ K(i=1 , 2 , 3 , …, n)的
选取分别按上述选择 k 的方法逐个选取即可.很多情况下 ,高维系统也只需选择一个 k
和 k′便可达到控制目的.
3　在延迟系统中的应用






{1 +2Bcos[ φ(t -tR)-φ0]}. (6)
其中 φ=πV/ VH , V 是调制器的反馈电压 , V H 为半波电压 , τ′为系统的响应时间 , B 是
表征调制器的系统参量.分岔参数 A
2
=πμ=CG1G2 I in在实验中是可调参数.实验中取 B
=0.3 , φ0=-π/2.如果令 τ=τ′/ tR ,对(6)式在单位延迟时间内重新标度 ,便可得到
τφ
·
(t)=-φ(t)+πμ{1 +2B cos[ φ(t -1)-φ0]}. (7)
由这一方程 t 0 时刻的初始值 φt
0
(θ)=φ(t 0 +θ), -1≤θ≤0 , 通过四阶亚当姆斯
(Adam′s)数值积分 ,我们可以得到 φ(t)随时间 t 的变化来展示系统的演化过程.
图 1　在τ=6.25时 , S曲线中不稳定的中间态的控制　(a)输出信号 φ(t)随参数μ的变化而展现出的典型的双
稳现象.实线表示稳态解 ,虚线表示中间支的控制结果.(b)在不同的控制系数下 , 输出信号在稳态解和不稳定解
之间切换 ,其中 μ=1.40
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3.1　稳定 S曲线的中间态
实验和理论分析都指出此系统存在着滞后循回现象 ,如图 1(a).在这幅图中 ,参数 τ
=6.25(即对应于 Gibbs等人实验中的 tR=160μs τ′=1 ms的条件 ,文献[ 4]中的图 1
(b)).当分岔参数 μ从 0升到 1.42 ,输出信号 φ(t)位于稳定的下支(稳态解),而后当 μ
继续增加 , φ(t)则跃迁到上支的稳态解上.在临界值 μ=1.42 , φ(t)从下支转变到上支.
一旦φ(t)落在上支后 ,如果降低参数 μ至1.42 ,系统也不会按原路返回到下支.而是在 μ
=0.9时再跳回到下支.在 μ=0.9至 1.42范围内 ,输出信号 φ(t)随参数 μ的变化有一
个磁滞过程.简单的稳定性分析便可知道上支和下支是稳定的 ,而中间支是不稳定的.
采用上述的控制方法 ,对可调参数 μ在分岔点附近 μ=1.40处 ,引入反馈控制法则
μi+1=μ0+k(φi+1-φi)+k′(μi-μ0).当不加控制(或 k =-0.6 , k′=0.98)时 ,系统稳
定在下支的稳态解上;在某一时刻 ,加以 k =-0.6 , k′=1.02的控制 ,这时下支的稳态解
失稳 ,系统自动地锁定到不稳定的中间态上 ,如图 1(b).当系统稳定以后 ,如果把控制系
数调成 k =-0.6 , k′=0.98 ,则系统又会回到下支的稳态解上.因此通过加以 k =-0.6 ,
k′=1 0.02的控制 ,可实现在 S 曲线下支和中间支之间的切换.在系统稳定在中间态上
时 ,如果我们逐渐地降低参数 μ至 0.9 ,系统将会随参数 μ变化而输出一条完整的S 曲
线的中间态 ,如图 1(a).
在另一实验条件 τ=0.2(即 tR=5μs)下 ,我们采用上述的控制方法也得到了一条完
整的中间态 ,如图 2(a).在这幅图中 ,每过单位延迟时间我们记录一个 φ(t),即 φi ,同时
加上一次控制.
3.2　抑制 Hopf分岔




=0.17 , k′=0 ,便可抑制这个 Hopf分岔 ,使系统仍稳定到上支的稳态解上.图 2(b)展现
了这一抑制过程.当放弃控制时 ,系统又回到极限环状态.通过改变 k 和 k′可以把上支的
稳态控制到μ=1.2.
3.3　抑制倍周期分岔
在 τ=0.2 , μ=1.24处 ,周期 1的极限环发生第一次倍周期分岔进入周期 2 ,而后经
过一系列倍周期分岔到达混沌区 ,如图 2(a).但是采用单位延迟时间内记录 φi 的方法很
难展现这一倍周期分岔过程 ,为此把庞加莱(Poincaré)截面法引入到延迟系统中[ 13] .这里
作简单介绍.





(θ).选取一个截面 φc ∈R ,积分方程(7)直到 φ(t)>φc , φ(t+h)<φc ,其中 h 为积分
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图 2　在τ=0.2时 , S曲线中不稳定的中间态以及 Hopf 分岔的控制　(a)上支的稳态解通过
Hopf分岔失稳产生极限环 ,而后经过倍周期分岔过程进入混沌.其中虚线表示中间态的控制结












程的解经 Poincaré 截面方法后简化成 φi(θ)※φi+1(θ),(-1≤θ≤0),即一段曲线到一段
曲线的映射.在实际积分中可选取 θj ∈(-1 ,0), j =1 ,2 ,3 , …, n , n 足够大 ,这样曲线到
曲线的映射变成在 Rn 空间中点到点的映射.由于 n 为无穷大 ,所以延迟系统是无穷维系
统.经过上述方法后 ,(7)式的周期 1的极限环解有 φi(θ)=φi+1(θ),相应的周期 N 的解
存在φi(θ)=φi+N(θ).这样可以按照常微分方程的做法选取其中的某一个坐标 θ1 ,[ θ1 ∈
(-1 , 0)]随参数的变化来得到分岔图.在图 3(a)中 ,取 θ1=-0.2 ,显然这一分岔图比较
直观的展现了延迟方程的倍周期分岔过程.
在 μ=1.25 ,引入 k =0.2 , k′=0 ,本来处于二周期极限环的系统被稳定到一周期的
极限环上;当稳定以后 ,如果放弃控制 ,则系统又会回到周期二状态 ,如图 3(b)和(c).图 3
(b)是取过 Poincaré 截面后得到的 φi(-0.2),用 φi(-0.2)随经过截面的次数 i 变化来
反映的这一开关过程.图 3(c)是用 φ(t)随时间 t 的变化来展示这一过程.从图中可以看
出 ,采用这一控制方法可以实现对倍周期分岔进行抑制.数值结果显示 ,采用这种控制方
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的‖ p i-p0 ‖ <δ可以保证这一不变性.




输出信号 xi , xi+1和本次的可调参数 pi ,通过反馈形式(5)式便可简单地得到下一次参数
的调节值 p i+1.这为那些由于输出信号性能差而无法采用嵌入技术的系统的控制提供了
一种新思路.
(4)k , k′的选取不需烦琐的矩阵计算 ,而只需依法试上几个值便可很快得到 ,从而为
真实的实验系统带来了方便.在实验设计中 ,只需按反馈形式(5)式设计一个反馈回路即
可 , k , k′在设计时可看成可调的信号放大器装置.
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ABSTRACT
Using a very easy and very convenient method , we cont rolled the unstable intermediate state of
the hysteresis loop in an optical bistable system governed by a delay differential equation.Simultane-
ously , we also stabilized and suppressed the Hopf bifurcation and double-period bifurcation by this
technique.All the numerical results are obtained by simulating the experimental condition of Gibbs
et al.
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